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1.1. Oscilatorul mecanic

1.1.1. Fenomene periodice. Procese oscilatorii in natura si in tehnica

In secolul al XVlI-lea, Galileo Galilei cronometra
oscilatia unui candelabru din Catedrala din Pisa cu
ajutorul propriului sau puls. El constata cd miscarea
acestuia este din ce in ce mai putin ampld, datorita
fortelor de rezistentd intampinate la inaintare. in natura
apar multe tipuri de oscilatii. De la vibratia corzilor
vocale la cea din corzile si tuburile instrumentelor
muzicale, de la ticditul ceasurilor clasice, la leganatul
in balansoare, de la miscarea de agitatie termica care
duce la incdlzirea cestii in care s-a turnat ceai fierbinte,
la miscdrile scoartei terestre in timpul seismelor, avem
de-a face cu existenta unei surse de oscilatie.

De cate ori o fortd actioneaza asupra unui corp
scotandu-I din pozitia de echilibru stabil, acesta va oscila
sub actiunea unei forte de revenire pana la restabilirea ei.

Atunci cand deplasarea fatd de pozitia de echilibru este
mica, forta de revenire depinde liniar de deplasare (intr-o
aproximatie destul de bund) si oscilatia se numeste armonica
fiind descrisa cu ajutorul functiilor armonice sin sau cos.

Exemple:

1. O bild metalica este lasatd liberd la marginea
unui recipient semisferic. Ea va efectua o miscare
oscilatorie, in jurul pozitiei sale de echilibru stabil, aflate
in pozitia cea mai joasa a recipientului (figura 1.1.1.1).

Forta care va readuce bila spre pozitia de echilibru
este componenta tangentiala a greutdtii sale, Gt, care
reprezintd cauza acestei oscilatii (figura 1.1.1.2).

2. Alt oscilator este diapazonul lovit cu un ciocanel
de lemn. Vibratia pe care o produce se va propaga prin
aerul atmosferic, din aproape in aproape, dand nastere
la ceea ce numim unda sonora. Oscilatia diapazonului
din figura 1.1.1.3, acordat pentru a emite nota LA, a
fost nregistratd spre a fi ,vizualizatd” cu ajutorul unui
microfon (exploratorul sonic din figura 1.1.1.3) cuplat
cu o placd de achizitie de semnal, instalatd intr-un
computer. Amplitudinea semnalului Tnregistrat este
proportionalda cu amplitudinea oscilatiei diapazonului
(figura 1.1.1.4).

Acest sistem de achizitie de semnale va fi prezent
in mai multe experimente descrise in acest manual.
Dacd vom studia sunete vom utiliza ca senzori
microfoane, dacd vom studia alte tipuri de oscilatii
mecanice vom utiliza alti senzori cuplati cu placa de
achizitie de semnal din computer.

Sistemele reale oscileaza amortizat: amplitudinile
scad treptat din cauza actiunii fortelor de frecare si a
fortelor de rezistenta la inaintarea prin mediu.

Miscdrile oscilatorii pot fi intalnite in tehnicd, in
timpul functiondrii unor masini precum ciocanul
pneumatic, ciocanul hidraulic etc. Motoarele vehicu-
lelor grele produc trepidatii ale pieselor componente,
ale peretilor cladirilor pe langd care trec. Efectele
distructive ale trepidatiilor trebuie impiedicate prin
utilizarea de amortizoare.

® Fig. 1.1.1.3 — Exploratorul sonic utilizat pentru
,Vizualizarea” sunetelor emise de diapazon

® Fig. 1.1.1.2 — Forfa de revenire in pozitia de echilibru
este componenta tangentiald a greutdtii

® Fig. 1.1.1.4 — Semnalul corespunzator oscilatiei sonore LA a

diapazonului

4



Definitie: Se numeste miscare periodica a unui punct material acea miscare care se repetd la intervale de
timp egale.

Observatie: In clasa a 9-a ati studiat o astfel de miscare periodica: miscarea circulard uniforma.

ACTIVITATE EXPERIMENTALA ]

Realizati dispozitivele din figura 1.1.1.5.
Scoateti corpurile din pozitia de echilibru, asa cum
se indicd in figura si, apoi, ldsati-le libere. Ce observati?

In toate cazurile se constatd c:

a) miscarea este periodicd;

b) corpul se deplaseaza mereu pe aceeasi traiectorie;
¢) miscarea se realizeazd simetric fatd de pozitia

pendul pendul pendul cu oscilatia de echilibru;
gravitational Ccu arc arc lamelar coloanei d) mi§carea se efectueaza intre doua pOZitii Iimité,
de ap3 numite puncte de intoarcere, situate de o parte si de
® Fig. 1.1.1.5 cealaltd a pozitiei de echilibru.

(Defini;ie: Se numeste miscare oscilatorie acea miscare periodicd a unui sistem fizic care se efectueaza pe
kaceea,si traiectorie, de o parte si de alta a pozitiei sale de echilibru.

Observatie: Cand sistemul parcurge traiectoria complet, si intr-o parte si in cealalta, se spune cd a efectuat o
oscilatie completa.

1.1.2. Marimi caracteristice miscarii oscilatorii

Vom defini cateva marimi fizice necesare studiului miscarii oscilatorii. Unele dintre ele au fost prezentate si
in clasa a 9-a, in lectia intitulata Miscarea circulara uniforma. Este vorba despre perioada si frecventd.

Definitie: Se numeste perioada a miscarii oscilatorii mdrimea fizica notata T definita de relatia:

TZEI
N

unde At este timpul in care sistemul efectueaza N oscilatii complete, [T ]g =1 s.

Observatie: Pentru N = 1 rezultd T = At. Deci: perioada T este timpul necesar efectudrii unei oscilatii complete.

Definitie: Se numeste frecventa a miscarii oscilatorii marimea fizicd scalara v definita de relatia:

N
V=—
At

Observatii:
1) Luand At =1 s rezultd v = N. Deci: frecventa masoara numarul de oscilatii efectuate intr-o secunda.




2) Unitatea de mdsurd a frecventei se numeste Hertz (Hz): [vl, =1s"' = 1 Hz.

3) Din definitiile perioadei si a frecventei rezultd cd v-T =1.

Definitie: Se numeste elongafie a miscdrii oscilatorii, notata cu x sau y, deplasarea oscilatorului, la un moment

dat, fatd de pozitia sa de echilibru.

Observatie: Xlg=1m.

(et ee e ol o < < .
Definitie: Se numeste amplitudine a miscarii oscilatorii marimea fizica scalard A egald cu modulul elongatiei
maxime Xx,,,, pe care o poate avea oscilatorul in cursul oscilatiei:

A= Xpaxl -
\ | max|
o o o Observatie: Amplitudinea este, conform definitiei,
S P SN pozitiva intotdeauna. Ea reprezinta distanta dintre
’ ’ N ’ N o o . ~ .
0 ) n < - n ) pozitia de echilibru si punctul de intoarcere (figura
1.1.2.0).
f—— x —»{
| A e A4 Definitie: Se numeste miscare oscilatorie neamortizata
! acea miscare oscilatorie in care amplitudinea nu se
o Fig 1.12.1 schimbd de la o oscilatie la alta.

Miscarea oscilatorie neamortizata este un model ideal. In practicd, datorita frecarilor, sistemul pierde energie
si, corespunzdtor, amplitudinea oscilatiilor devine din ce in ce mai mica.

1.1.3. Oscilatii mecanice amortizate

® Fig. 1.1.3.1 — Sistem computerizat pentru achizitii de semnale
utilizat in studiul miscarii oscilatorii a unui pendul elastic

In timpul miscarilor oscilatorii sistemele pierd
energie prin interactiunea cu mediul, ceea ce duce la
scaderea amplitudinii, adicd la amortizarea lor si
implicit la stingerea treptata a oscilatiilor.

Oscilatia a cdrei amplitudine scade n timp se
numeste oscilatie amortizata.

Prin utilizarea placii de achizitie de semnal instalata
in computer am inregistrat spre a vizualiza semnalul
generat de un senzor de forta, in carligul cdruia a fost
suspendat un pendul elastic care oscileaza (figura
1.1.3.1). Senzorul de fortd indica valoarea fortei elastice
din resortul pendulului, deci semnalul pe care il achizi-
tioneaza este proportional cu elongatia oscilatiei
acestuia. Miscarea pendulului a avut loc initial in aer,
apoi in apd. Observati semnalele inregistrate in figurile
1.1.3.2.51 1.1.3.3.

Ce se intdmpld cu amplitudinea de oscilatie?
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® Fig.1.1.33

In timpul miscarii, asupra corpului suspendat de resort
actioneaza o forta de rezistentd la inaintarea prin mediu.
Evident, forta este mai puternica in apa decat in aer,
ceea ce produce amortizarea vizibild in figura 1.1.3.3.

Disiparea energiei oscilatorului in mediu este un
proces complex care, in general, nu se face numai sub
actiunea acestei forte. intr-o aproximare suficient de
bund, forta de rezistentd la Tnaintarea prin fluid este
direct proportionald cu viteza corpului si poate fi descris
de relatia:

R=-r-v

unde reste coeficientul de rezistenta la inaintarea prin

fluid,
k,
[r]S/ = d

s

Valoarea acestui coeficient, in cazul cand fluidul
este aerul, este suficient de mica pentru a considera
forta R neglijabila.

Daca fluidul utilizat este apa, amplitudinea oscilatiei
scade n timp dupa legea:

A= AO ‘efbvt

unde A este amplitudinea la momentul de timp ¢, A,
este amplitudinea la momentul initial, iar b este

coeficientul de amortizare, o alta marime caracteristica
miscarilor oscilatorii amortizate.

[b], =15

In cazul cand oscilatia are loc in apd, urmdrim dupa
cate oscilatii complete (N,) amplitudinea scade la
jumatate. Definim decrementul logaritmic D prin
relatia:

D=b-T

Unde T’ este perioada de oscilatie Tn apd.
Decrementul logaritmic D se poate calcula in practica

® Fig. 1.1.3.4 — Dependenta de timp a amplitudinii miscarii
oscilatorii amortizate

din relatia:

p_ln2

0
O alta marime caracteristica oscilatiilor amortizate

este timpul de viafa T, care masoarad intervalul de timp
necesar pentru ca amplitudinea sd scada de e = 2,718
ori.

Daca amplitudinea este mica, b<<w,, unde m, este
pulsatia in aer, atunci decrementul logaritmic D<<1 si
numarul de oscilatii Ny>>1, deci in timpul de viata se
efectueaza un numdr mare de oscilatii.

Cu acelasi sistem de achizitie computerizatd a
semnalelor electrice generate de senzorul de forta au
fost Tnregistrate dependentele de timp ale elongatiei
pendulului elastic aflat pe rand in solutii apoase de iaurt.
Se poate evidentia trecerea de la regimul aperiodic din
mediul vascos, prin regimul tranzitoriu o data cu diluarea
jaurtului, la regimul farda amortizare al oscilatiei
pendulului in aer.

Observati imaginile din figurile 1.1.3.5 -1.1.3.12!

Ce se intampla cu timpul de viata al oscilatiei atunci
cand vascozitatea mediului scade ?
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® Fig.1.1.3.9 °
® Fig. 1.1.3.11 ® Fig 1.1.3.12




LUCRARE DE LABORATOR

Studiul amortizarii oscilatiilor mecanice

Veti studia oscilatiile unui pendul elastic cu masa
cunoscutd, in medii precum aerul si apa. Veti calcula
perioada sa de oscilatie Tn aer T, si respectiv in apa T,
cronometrand 10-20 de oscilatii si utilizand relatia: |

At
N
Pentru miscarea sa amortizatd in apa veti calcula

coeficientul de rezistentd la Tnaintarea prin ap4d, r,
coeficientul de amortizare, b si decrementul logaritmic
D. Numarati dupd cate oscilatii complete, N,, ampli- :
tudinea scade la jumatate. Calculati intai decrementul ‘h——-—;:’-

= et o A | i Uil T Ll e
90 25 S0 7S M0 1S 150 115 Mo 2s 2o #s %
13

b

® Fig 1.1.3.13

s a. Montajul experimental pentru

logaritmic: " determinarea valorilor ampli-
In2 S tudinii de oscilatie in apd, a unui

D=— e pendul elastic
No H b. Reprezentarea graficd a depen-

apoi coeficientul de amortizare si timpul de viata: dentei de timp a amplitudinii

a
p-b 1
T b N et || ) il ol sl el
si coeficientul de rezistenta: r. oscilatiei
(=2 Amplitudi
Materiale necesare sunt: pendulul elastic (figura mplitudinea

1.1.3.13), un stativ cu suport, un vas transparent cu apa si un cronometru. Alegeti un resort si un corp suficient de greu
pentru a va asigura ca in apa veti obtine cel putin 6-7 oscilatii complete. Deviati pendulul din pozitia verticald de
echilibru astfel incat sa aiba o amplitudine pe care sd o puteti usor inregistra. Notati valorile descrescdtoare ale
amplitudinii intr-un tabel de forma aldturata. Avand in vedere ca miscarea se repetd periodic si simetric, incercati
reprezentarea grafica a dependentei de timp a elongatiei pendulului elastic. Daca aveti posibilitatea, utilizati o foaie
de calcul tabelar (Excel) pentru a realiza tabelul de date experimentale si pentru a realiza reprezentarea grafica.

N
- Experiment virtual: la adresa: hitp://lectureonline.cl.msu.edu/~mmp/applist/damped/d.him putefi investiga efectul forfelor de rezistena
'?'g"" la ingintare in cazul unui pendul elusm virtual. Modificafi valorile parametrilor pentru  lustra regimurile de oscilaie ale pendulului!
J
1.1.4. Modelul oscilatorului liniar armonic e
Cel mai simplu exemplu de miscare oscilatorie este ; ; _m
miscare unui punct material de masda m sub actiunea | l
unei forte de revenire elastice (figura 1.1.4.1). . i 2
(@ Intins | m
Definitie: Se numeste oscilator liniar armonic un /
punct material care se misca rectiliniu sub actiunea
unei forte de forma F = — k-y (sau F = - k-x). (b) Relaxat
m
Observatie: Oscilatorul armonic liniar este un model /
teoretic ideal pentru oscilatoarele reale. Miscarea sa ) 7
de oscilatie este numitd miscare oscilatorie armonica. (©Comprimat F=—k
Din ecuatia principiului al ll-lea al mecanicii, X
— —X —rie—+ X —>
F=-k-y=m-a, rezultd ca a=—;~y. ® Fig 1.1.4.1 O
9
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Deci: miscarea oscilatorie armonica este o miscare
cu acceleratie variabila, proportionald cu elongatia si de
sens opus acesteia.

Considerdm un punct material P, in miscare circulara
uniformd, cu viteza unghiulard o, pe un cerc de raza A
(figura 1.1.4.2).

Acceleratia punctului P va fi:

Pendulul gravitational

® Fig. 1.1.4.3

Proiectia punctului P pe axa Oy (punctul Q), va
executa o miscare cu acceleratie egald cu proiectia
acceleratiei centripete pe axd, adica:

_ 2 H _ 2
a,=-0 - -Asing=-0-y.

Pentru a urmari miscarea punctului Q cu ajutorul
unui punct material de masa m, asupra acestuia trebuie
sa actioneze o forta:

— _ 2
F=m-a,6 =-m-o -y

Se constatd cd proiectia unui punct aflat in miscare
circulara uniformd pe un diametru al cercului traiectorie
efectueaza o miscare oscilatorie liniar armonicd sub
actiunea unei forte F de tip elastic. Comparand aceasta
relatie cu relatia de definitie rezulta:

k=m o,
2n < ow .
Deoarece o =2n-v = - rezulta cd perioada oscila-

torului armonic liniar este datd de relatia:

T:ZTC.JE-
k

Pendulul gravitational este format dintr-un punct
material de masd m suspendat de un fir inextensibil de
masd neglijabild si de lungime L (figura 1.1.4.3). Daca
pendulul este deplasat din pozitia sa verticald de
echilibru si este ldsat liber, el oscileaza in plan vertical
sub actiunea fortei de greutate. Traiectoria descrisd de
punctul material este un arc de cerc. In figura 1.1.4.3
s-au reprezentat si fortele care actioneaza asupra
punctului material. Forta de revenire, care tinde sd
readuca pendulul in pozitia de echilibru este

F=G,=m-g-sin@.

Forta de revenire nu este proportionald cu 6, ci cu sin® si, de aceea, miscarea pendulului gravitational nu este

O miscare armonica.

Pentru unghiuri mici, daca 6 este exprimat in radiani, se poate ardta ca
sin6=0.

De exemplu, pentru 6 = 0,1 rad (aproximativ 6 = 5,73°), sinf = 0,0998. Diferenta este de 2%.. Pentru unghiuri
mai mici de 6° diferenta intre 8 si sin® este suficient de mica pentru a fi neglijata. Folosind aproximatia discutatd

expresia fortei de revenire devine: F =—-m-g-0, unde s-a folosit si urmatoarea conventie.

Conventie: Pentru pozitiile pendulului situate la dreapta pozitiei de echilibru unghiul 6 este considerat pozitiv,
iar pentru pozitiile situate la stanga pozitiei de echilibru unghiul 6 este considerat negativ.

Deoarece unghiul 6 este exprimat in radiani,

10



unde x este lungimea corzii care subintinde arcul de cerc cuprins intre pozitia de echilibru, O, si pozitia, A,
ocupatd de punctul material. Atunci expresia fortei de revenire ia forma
m.
F=-""8 v = _k.x
L ’
ceea ce aratd ca, pentru oscilatii de mica amplitudine (unghiuri 8 < 6°) forfa de revenire este de tip elastic si
miscarea pendulului este o miscare oscilatorie armonica.
Perioada T de oscilatie a pendulului este data de relatia

T=2n-\/E'
k

Folosind aici relatia k = (m-g)/L, se obtine pentru perioada de oscilatie a pendulului gravitational expresia
T =21- \/Z ,
4
unde:
— L este lungimea pendulului, [L]g = m;

— g este acceleratia gravitationald, [gls, = m/s%.

Observatii:

1) Aceasta expresie a perioadei pendulului gravitational este adevdrata in cazul micilor oscilatii, adica atunci
cand firul pendulului se abate de la verticald cu un unghi mai mic de 6°.

2) Perioada pendulului gravitational este independentd de masa sa.

3) Deoarece perioada pendulului gravitational nu depinde nici de amplitudinea oscilatiilor, pendulul poate fi
folosit la mdsurarea timpului.

4) Deoarece L si T pot fi usor si precis masurate, pendulul gravitational poate fi folosit la determinarea valorii
acceleratiei gravitationale g.

Experiment virtual: la adresa hitp://www.walier-fendt.de/ph14ro/pendulum_ro.him putefi investiga miscarea oscilatorie a unui pendul
=, gravitational virtual. Modificati valorile parametrilor si vizualizai dependentele de fimp ale elongafiei, ale vitezei, ale accelerafiei, ale forfei de
revenire a pendulului in pozifia de echilibru si respectiv a energiei acestuia!

LUCRARE DE LABORATOR

Studiul experimental al unor oscilatori mecanici simpli

Pendulul gravitational -

Veti determina perioada de oscilatie a unui pendul
bifilar (figura 1.1.4.4) utilizand relatia: _
At \ |
T="
N
Pentru aceasta veti cronometra intervalul de timp At
necesar efectudrii unui numar N de oscilatii complete.

Pendulul gravitational oscileaza in conditii de izocronism
(amplitudine unghiulard mica) cu perioada:

® Fig. 1.1.4.4 - Montaj experimental — pendul bifilar
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Daca in aceastd relatie se cunosc valorile determinate ale perioadei de oscilatie T si respectiv ale lungimii
firului, I, atunci se poate calcula valoarea acceleratiei gravitationale a locului:

_4n’l
=0

Materiale necesare sunt: pendulul bifilar, un stativ cu suport si un cronometru.

Deviati pendulul din pozitia verticald de echilibru astfel incat sa nu aiba amplitudine unghiulard mai mare de
10-15°. Din punct de vedere strict matematic ar trebui sd ne limitam la 5° pentru a fi valabild aproximatia
unghiurilor mici, dar extinderea propusa pand la 15° nu afecteaza considerabil rezultatul obtinut si usureaza
numdrarea oscilatiilor complete ale pendulului.

Cronometrati de fiecare datd un numar de 10-20 de oscilatii complete.Introduceti datele intr-un tabel de
forma indicata in continuare, calculati valoarea medie a perioadei pendulului, erorile absolutd si relativa inregistrate.
Calculati apoi valoarea acceleratiei gravitationale a locului unde a oscilat pendulul.

I(m) At (s) N T(s) T 1ned(®) g(m/s?) Zmed(M/s?)

Reluati experimentul pentru diferite lungimi ale firului si calculati valorile obtinute pentru perioadele de

oscilatie. Reprezentati grafic perioada T ca functie de \ﬁ si calculati panta dreptei obtinute (p=tg o). Calculati
apoi valoarea acceleratiei gravitationale din relatia:

Comparati rezultatele obtinute!
Daca aveti posibilitatea, utilizati o foaie de calcul tabelar (Excel) pentru a realiza tabelul de date experimentale.

Pendulul elastic

Veti determina constanta elasticd a unui resort prin
metoda dinamica, apoi veti verifica experimental
formula de calcul a constantei elastice a resorturilor
cuplate serie sau paralel. Pendulul elastic oscileaza in
plan vertical (figura 1.1.4.5) cu o perioada:

T = At (1)

N
unde At este timpul necesar efectudrii unui numar N de
oscilatii complete.

Perioada se poate calcula si din relatia:

m
T—2n-\g (2)

unde m este masa corpului si k constanta elastica a
resortului.

Determinand perioada pendulului cu prima relatie
veti putea calcula constanta elasticd a resortului din
relatia:

U

® Fig. 1.1.4.5 — Montaj experimental — pendul elastic k = (3)
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Pentru cuplajele de resorturi identice veti calcula
perioadele de oscilatie cu relatiile (1) si (2). In relatia
(2) se va utiliza pentru cuplaj serie constanta:

— k1'k2 . k

k, ; k. =—, pentru resorturi identice
k, +k, 2

k, =k +k,; k, =2k, pentru resorturi identice (4)

Materialele necesare sunt: un postament cu tija si
mufe, doud resorturi identice, un corp metalic cu carlig,
un cronometru si o bara metalicd etalonata (parghie
din trusd).Realizati montajele experimentale din figurile
1.1.4.5.-1.1.4.7, scoateti corpul de masd m din pozitia
de echilibru si cronometrati un anumit numar de
oscilatii.

Inregistrati datele in tabel si calculati perioada de
oscilatie in cele trei cazuri cu formula (1).

Aplicati formula (3) pentru calculul constantei
elastice in versiunea experimentald k,

Aplicati relatiile (4) pentru calculul teoretic al
acelorasi constante elastice ki, si comparati rezultatele
obtinute.

Efectuati 10-12 masurdtori pentru fiecare caz.

Cuplajul [N | At(s) | T(s) (N/m) | ko (N/m)

kexp

Identificati sursele de erori si propuneti solutii pentru
micsorarea lor.

Daca aveli posibilitatea, utilizati o foaie de calcul
tabelar (Excel) pentru a realiza tabelul de date
experimentale.

Ecuatiile miscarii oscilatorului liniar armonic

Consideram din nou punctul material P in miscare
circulara uniformd, cu viteza unghiulara o, pe un cerc
de raza A, sub actiunea fortei centripete:

Fp=-m-o A,

Presupunem cd la momentul initial punctul material
se afld in pozitia P, (figura 1.1.4.8), vectorul sdu de
pozitie fata de centrul cercului traiectorie facand
unghiul @, cu axa Ox. La momentul t punctul se afla in
pozitia P, vectorul sau de pozitie faicand unghiul o-t +
@, cu axa Ox. Corespunzator, proiectia sa pe axa Oy
este data de relatia:

y(t)=A-sin(o-t+0,),

® Fig. 1.1.4.6 — Montaj experimental — pendul elastic cu
resorturi_cuplate in paralel

® Fig. 1.1.4.7 — Montaj experi

e e e

resorturi cuplate in serie

mental — pendul elastic cu

y
A
Qp-----° P =P
P _
-A o) A X
® Fig. 1.1.4.8 -A
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unde:
- y(t) este elongatia miscarii oscilatorii a proiectiei Q la momentul ¢ [yl =1 m;
- A este amplitudinea miscarii oscilatorii, [Alg= 1 m;
- o(t) = 0t + Qg este faza miscarii oscilatorii (la momentul 9, [¢lg, = 1 rad;
- o este pulsafia miscdrii oscilatorii; ea reprezintd viteza de variatie a fazei, [wlg, = 1 rad/s;

- @, este faza initiala a miscarii oscilatorii, @, = @(t =0).
Aceasta este legea de miscare a oscilatorului liniar armonic.

Observatie: Aceasta asociere a miscdrii oscilatorii armonice a punctului Q cu miscarea circulard uniforma a
punctului P a permis fizicianului francez Augustin Fresnel sa introduca reprezentarea fazoriala a marimilor care
variazd dupa o lege sinusoidala ca cea de mai sus. Fazorul este un vector care are modulul egal cu amplitudinea
A a oscilatiei si care se roteste in jurul originii sistemului de coordonate cu o viteza unghiulard egald cu pulsatia ®
a miscarii oscilatorii. Este vectorul OP din figura 1.1.4.8.

Din legea de miscare a oscilatorului liniar armonic, folosind relatia a = -’ - v, se deduce usor legea acceleratier:

a(t)=-A- o -sin(w-t+¢,)
unde:
- a(t) este acceleratia miscdrii oscilatorii la momentul t, [alg = T m/s?;

- a,, =A-® este acceleratia maximd a miscdrii oscilatorii.

Folosind legea de miscare in relatia de definitie a vitezei:

V= w, pentru At foarte mic

At
se poate obtine si legea vitezei oscilatorului liniar armonic:
V(t)=A- - cos(o-t+9,)
unde:
- V(1) este viteza miscarii oscilatorii la momentul ¢ [vlg, = m/s;

- vy, =A-weste viteza maximd a miscdrii oscilatorii.

Exercitiul 1.1.4.1. Deduceti legea vitezei oscilatorului liniar armonic utilizand metoda prezentata

anterior.
y Puteti observa ca legea vitezei si cea a acceleratiei
pot fi scrise si in forma:
oA v(t) T
v(t)=A-m»sin(m'tﬂp0 +Ej'
--------------------- A alt)= A o sin(o-t+@y +7).
y(t) 0
Din figura 1.1.4.9 puteti observa ca viteza este
ot+¢ defazata inainte cu m/2 fatd de elongatie, iar acceleratia
. 8 este si ea defazatd inainte cu w fata de elongatie.
WA A .
© A - In figura 1.1.4.10 sunt reprezentate grafic depen-
""""" at) dentele de timp ale elongatiei y(1), vitezei v(t) si
® Fig. 1.1.4.9 — Reprezentare fazoriald pentru viteza si accelgratiei a(t) pentrg mi,scarea oscilatorie a unui punct
acceleratia oscilatorului liniar armonic material avand faza initiala ¢, = 0.
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Exercitiul 1.1.4.2. Un corp avand masa de
0,5 kg, legat de un errete vert!cgl printr-un resort YV, 2l Elongatia, y
elastic de constanta de elasticitate k = 8 N/m, , T <
se poate deplasa fard frecare pe un plan A .,/ AN Acceleratia,.a”
orizontal. La momentul initial, t, = 0, corpul R
se afla la o distantd y, = 10 cm de pozitia de echilibru © A
si este lasat liber. Aflati: a) ecuatia miscarii oscilatorii 3 Tt
a corpului; b) viteza maxima v,,. lT\\ ZT )/
'\ ,
. . . . . . . "N / 'I
Solutie: Scriem legea de miscare si legea vitezei Viteza, v N_ _7
’ 7 7 ~N -
y(t) = A-5|n(03-t+(p) ’ ® Fig. 1.1.4.10 — Dependenta elongatiei y, a vitezei v si a
V(t)=A-O.)~COS((D-t+(p). acceleratiei a ale unui punct materiale aflat in miscare
oscilatorie armonica

Conform enuntului problemei, conditiile initiale ale miscarii sunt
Y(O)ZYO/ V(O)=0

Folosind cele doud ecuatii in aceste conditii rezultd cd A-sing, = y,, cos@, = 0.

. . o v Tc
De aici se gdseste ca 9 =5 A=Y

e . . EL k
Ecuatia miscarii ia atunci forma y(t) =y, -sin u)-t+5 =y, cos(@-t)=y,-cos| ,|—t].
m
Folosind aici valorile numerice se obtine in final expresia y(t)=0,1m-cos(4-t).

Pentru viteza maximd se gdseste cd v,, =A-ow=y,,/— =0,4m/s.
m

Exercitiul 1.1.4.3. Reprezentati grafic ecuatia miscarii oscilatorii obtinuta la exercitiul 1.1.4.2. Scrieti
ecuatia unei miscdri oscilatorii defazate cu m/3 in urma oscilatiei precedente. Reprezentati grafic
ecuatia obtinuta.

Exercitiul 1.1.4.4. Un corp oscileazd vertical fiind suspendat de douad resorturi ideale identice, avand
fiecare constanta de elasticitate k, legate mai intai in serie si, apoi, in paralel. Aflati raportul r al
lungimilor celor doud pendule matematice care oscileaza sincron cu corpul in cele doud situatii.

Solutie: Cand resorturile sunt legate in serie, constanta de elasticitate echivalentd k_este data de

relatia:
1 1 1T 2
—_— "t —=—
ke ki ky k
deci k, = k/2, iar cand sunt legate in paralel, constanta de elasticitate echivalentd k este: k =k, + k, =2 - k.
A : - m
In primul caz, perioada oscilatiilor este: T, =2m PR

S

. . . G L,
Perioada pendulului matematic care oscileaza sincron cu corpul este: T, =2m [—=.
g

K :

Din aceste doud relatii rezultd ca: L, =
s
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In mod analog, pentru cazul in care resorturile sunt legate in paralel, se obtine: L, =

Raportul r cerut este atunci dat de relatia: r

Energia oscilatorului armonic

kp

Energia mecanica a oscilatorului armonic liniar se poate calcula pornind de la relatia

E=E +E,

1 2, 1 2
—m-vi+—-k-
2 2 Y-

Folosind aici ecuatia vitezei si legea de miscare rezultd ca

E=%-m~w2 -A? -cosz(co-t+(p0)+%~k-A2 sin?(@-t+ Q).

De aici, folosind relatia k = m-@?, rezulta in final ca energia oscilatorului armonic liniar este data de relatia

E=E +E,=
A 1 5
\ NS \ /’ \ // \ EC + Ep = Ec,max = Ep,max = Ek "AT=E
1 \ / B \
2 \i \! 2
@ Bof ‘,‘l ‘{ ‘ql | Ep =Ep max -COS~ 0O
L | 1 _ 202
S A II\\ A If‘\ | Ec. =E( ax - SiN” @1
i\ )L A /A Il
7\ AN . >t
0 T2
1 2
'/‘ Ec,max =Ep,ma>< =EkA =E
T '\T /’
\ s @ .
@ N o \\//
X g AN
7/ .
’/ \\\ (] // \
—A 17 ATV

® Fig. 1.1.4.11

%~k~AZ-coszcot+%~k~Az'sinzo)t=%.k-A2 =%~m-0)2 AT =21 vE AT m.

Aceastd expresie arata ca energia oscilatorului
armonic liniar este constanta in timp desi energiile —
cinetica si potentiald — variaza ca in figura 1.1.4.11-a.

In figura 1.1.4.11-b sunt reprezentate energia
cinetica, energia potentiald si energia totala in functie
de elongatia y. Din acest al doilea grafic se desprind
doua concluzii importante.

Mai intai, se vede explicit ca miscarea este limitata
la segmentul (-A, +A): in caz contrar energia potentiala
ar depasi valoarea energiei totale, ceea ce este
imposibil. De aceea se spune cd miscarea oscilatorului
are loc intr-o groapad de energie potentiala, cu referinta
la forma curbei care reprezinta grafic E,

In al doilea rand, se constata cd in timpul miscarii
oscilatorii are loc un schimb permanent de energie.

Considerand modelul corp de masa m plus resort (figura 1.1.4.1) vedem cd energia cineticd a corpului de masa m
se transforma n energie potentiald a resortului elastic atunci cand corpul se misca de la pozitia de echilibru spre
pozitia de maxima deformare a resortului. Cand corpul se misca in sens invers are loc transferul invers de energie:
energia potentiald elastica a resortului scade si se transforma in energie cineticd a corpului de masa m. Un astfel
de sistem este numit sistem mecanic oscilant: energia ,oscileazd” intre cei doi acumulatori de energie, resortul

si respectiv, corpul de masa m.

Exercitiul 1.1.4.5. Un corp de masda m = 200 g executd oscilatii armonice. Valoarea extrema a fortei
elastice care actioneaza asupra corpului este F = 200 N. Energia totald a oscilatorului este E = 40 J.
Considerati ca origine a timpului momentul in care corpul trece prin pozitia de echilibru in sensul
pozitiv al axei alese. Scrieti ecuatia de miscare a corpului.

Solutie: Conform enuntului problemei ¢, = 0, deci ecuatia de miscare este de forma y(t)= A-sin(®-t).

2-E

Deoarece F=k-A si E=k-A’/2 rezultd ci A=T-

deci Q_JE_ P F
! ec! m 2m-E 2mE’

F2
C2E

Pe de altd parte, k=

>
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2-E F-t
Atunci se obtine: t)= -sin =0,4m-sin(50-t m).
, =2 E s L 500 m)

Exercitiul 1.1.4.6. Sa se afle elongatia y a unui oscilator armonic in momentul in care energia sa
cinetica este egald cu cea potentiala. Amplitudinea oscilatiilor este A = 14,14 cm.

. . y . . 1
Solufie: Energia totala a oscilatorului este E=E_+E, =—-k-A”.

Conditia din problema este E. =E, =

1 1 A
22— k-yi=— kA y=4+" 3 i i =+ .
5 y 5 y 7 Corespunzator, numeric se obtine y =+10cm

1, ]
?k-y . Inlocuind aceste expresii in relatia precedeenta rezulta ca

Experiment virtual: lo adresa: hitp://www.walter-fendt.de/ph14ro/resonance_ro.him putefi investign miscarea oscilatorie a unui pendul

elastic virtual. Modificati valorile parametrilor si vizualizati dependentele de fimp ale elongatiei, ale vitezei, ale acceleratiei, ale forfei de
revenire a pendulului in pozitia de echilibru si respectiv a energiei acestuial

1.1.5. Compunerea oscilatiilor paralele.
Compunerea oscilatiilor perpendiculare*

Considerdm cazul in care punctul material executd simultan doud oscilatii avand aceeasi directie si aceeasi
pulsatie o, dar amplitudini si faze initiale diferite:
yit)= A -sin- t+@y) ;

yo(t)= A, -sinfo-t +¢p,) .
Miscarea rezultanta va fi datd de relatia:

y(©) =y (6)+y,(0).
Folosim cele doua expresii precedente in aceasta relatie si obtinem:

y(t)= A, -sin(o-t+@q;)+ A, -sin(o-t + 0y, ) =

= A, sin(®- 1) cos @y + A - cos(®-t)-sin@g; + A, -sin(®- ) cos @y, + A, - cos(®-t)-singy, =
=(A;-cos @y + A, - cOs @y, )-sin(®-t)+ (A, - sin@g; + A, -sin@g, )- cos(w-t) =

= (A, - cos @y + A, -coscpoz)-{sin((o-t)+ Ay SiN Qg + Ay *SiNQo; -cos(o)-t)}.
A -COsQp; + A,y - COS P,

A -singy, + A, -singy,
A - CosQy; + A, - COSQ,,
Atunci relatia precedentd poate fi rescrisa in forma:

Notim: tgo =

y(t)= (A -cos @y + A, - cos @y, ) [sin((o- t)+m- cos(m- t)} =
cos®

_ A1 COSQg; + Ay - COS Qo [sin(
cos @
=A-sin(lo-t+9),

®-1)-cos@+sing-cos(w-t)]=

- COSQ,, + A, - COS
unde s-a notat: A= A o + 7 Do
cos®
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Observam cd miscarea rezultanta este tot o oscilatie armonicd, avand aceeasi directie si aceeasi pulsatie o,
dar avand faza initiald ¢ definita mai sus si avand amplitudinea:

A=\/A12 +AI+2-A A, - cos(@y, — 0y) -

Expresia amplitudinii A se obtine calculand cos¢ din expresia lui tg@ si inlocuind rezultatul in definitia lui A.
Observatii:
1) dacd A@ =@y, — ¢, =2k-w, (k=0,1,2,...), cos Ap = cos(2k-m)=+1 si obtinem:

A=A +A,.

Concluzie: Dacd A9 =9, —@,, =2k-m, (k=0,1,2,...), amplitudinea oscilatiei rezultante este egald cu suma
amplitudinilor A, si A, ale oscilatiilor componente. Se spune ca oscilatiile sunt in faza.
2) dacd AQ=@g, — @10 = (2k+1)-m, (k=0,1,2,...), cos Ap=cos2(k+1)-m=~1 si obtinem A=|A,—A|.
Concluzie: Dacd AQ =@, -9, = (2k+1)-m, (k=0,1,2,...), amplitudinea oscilatiei rezultante este egald cu

valoarea absolutd a diferentei amplitudinilor, A, si A, ale oscilatiilor componente. Se spune ca oscilatiile sunt
in opozifie de faza.

Metoda fazoriala

Consideram cazul n care punctul material executa
simultan doud miscari oscilatorii pe aceeasi directie si
cu aceeasi pulsatie o, dar avand amplitudini si faze
initiale diferite

yi(t)= Ay sin(o-t+9)), v, ()= Ay -sin(@-t+ @, ).
Reprezentam aceste oscilatii cu ajutorul fazorilor

A si A, (figura 1.1.5.1). Acesti vectori se afld initial

in pozitiile din figura 1.1.5.1, fazele initiale fiind
unghiurile pe care ei le fac cu axa Ox. Modulele acestor
vectori sunt amplitudinile de oscilatie ale celor doua
miscari oscilatorii. La momentul initial cei doi fazori incep sd se roteasca in sens trigonometric cu viteza unghiulara
w. Proiectiile lor pe axa Oy depind de timp conform celor doud relatii de mai sus.

‘ >
® Fig. 1.1.5.1

Miscarea rezultanta va fi datd de relatia: y(t) = y,(t)+ y,(t).
Asa cum se vede din figurd y(t) este proiectia pe axa Oy a fazorului:
Acest fazor se roteste odatd cu fazorii componenti cu aceeasi vitezd unghiulard o, si reprezintd miscarea
oscilatorie rezultanta:
y(t)=A-sin(0-t+0) .
Conform regulii paralelogramului, modulul fazorului rezultant, care da amplitudinea miscarii de oscilatie
rezultantd, este dat de relatia:

A:\/A12+Azz+2-/¢\1 A, -cos(@p, — Pp1) -

Faza initiald a miscirii rezultante este datd de unghiul ¢, pe care il face initial fazorul rezultant A cu axa
Ox. Asa cum se vede din figura:
_Y_NtY, _ A -sin@y + A, -singy,
X X +X, A-cos@,+A - cos@,
Astfel, compunand fazorial oscilatiile armonice paralele, se regasesc rezultatele obtinute prin metoda analitica.

g
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Fenomenul intitulat ,b3tdi” se produce atunci cand

un punct material este supus simultan la doud oscilatii MWMVM‘WMNMWWWM

paralele de frecvente putin diferite. Miscarea lui nu mai

este o oscilatie armonica, amplitudinea rezultanta este Wmfu‘wumﬂnjmﬂmwvwwwm%

variabila (figura 1.1.5.2).
Exercitiul 1.1.5.1. Un corp este supus | m Ml’ m | ﬂr
simultan la doua miscari oscilatorii armonice I‘ ||| || ‘ MHJ
paralele: y, () =4 - sin 27(t + 1/3) (cm) si l v | | ‘
y,(0) = 3 - sin 270(t + 1/4) (cm). Aflati ecuatia

miscarii oscilatorii rezultante.
Solutie: Ecuatiile celor doua miscdri oscilatorii sunt:

® Fig. 1.1.5.2 — Batdi

y,(t)= 4-sin(2n-t+2?nj =a,-sin(ot+¢,),

v, (t) = 3-5in(2n-t+§} =a, -sin(ot+0,).

Oscilatia rezultanta are ecuatia: \(t) = y, () + y,() = A - sin (ot + @).
Amplltudlnea A a miscarii oscilatorii rezultante este data de relatia:

A= \/31 +a3 +2a,-a, cos(g—z?n) =6,76 cm,

a, -sin@, +a, -sinQ,
a, - cos@, +a, - cosQ,

iar faza initiald, ¢, se obtine din relatia:  tge= =-3,23.

Deci¢ = — arctg 3,23.
Ecuatia miscdrii oscilatorii rezultante este, deci, urmatoarea: y(t) = 6,76 - sin (2 t — arctg 3,23)  (cm).

Compunerea oscilatiilor perpendiculare de aceeasi frecvenfa*

Un punct material P, este supus simultan actiunii a doud oscilatii perpendiculare cu aceeasi frecventd, ca in
figura 1.1.5.3:
x=A,sin (ot +¢,) (1)
y=A,sin(ot+¢,) (2)

Punctul material va descrie o traiectorie ale cdrei ecuatii parametrice sunt ecuatiile (1) si (2). Vom elimina
timpul intre ecuatiile:

X . .
= sint - cos @, +cos ot - sing, |-coso,

A
Ya

AL: sint - cos @, +coswt - sing, |-cos<p1 < >

2
Prin scdderea lor membru cu membru se obtine
ecuatia (3): 0 >
i-COS(p —L-COS(p =—Cos® l )
A 2 A 1 i (3)
® Fig. 1.1.5.3
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Procedand analog prin inmultirea ecuatiilor cu sin ¢,, respectiv sin ¢, se obtine ecuatia (4):

i-sin(p —L-sin(p =sinot -sin( @, — @,) )

2 1 2 1

A A

Ecuatiile (3) si (4) vor fi ridicate la pdtrat si adunate membru cu membru, rezultand ecuatia (5):
x* oyt 2xy ,
A_f+A_f_A.A2 -cos(@,— @) =sin” (¢,— @) 5)

Ea reprezintd ecuafia unei elipse inscrise in dreptunghiul cu laturile 2 A, si respective 2A,.
In functie de valorile diferentei de faza A = @, — ¢,, traiectoria miscdrii rezultante poate avea diferite forme.

1) Ap =2 km, unde k=0, 1, 2, 3, ..., ecuatia (5) devine:

X A
__L=O, y=_2X
A A A
X P deci traiectoria punctului material este o dreapta care
trece prin originea sistemului de axe utilizat,
y reprezentand diagonala dreptunghiului din figura
2A, 1.1.5.4.

Cand k=0, ¢, = 9,= 0, elongatia miscdrii oscilatorie
rezultante se poate obtine din relatia:
j OP = \x* +y* = JA? + A sin(@-t +¢)

® Fig. 1.1.54 gleu .plUJ|5aI|a miscdrii C.)S.CI|atOI’II a punctului P este
identica cu pulsatiile initiale.

24,

v

2)Ap=(2 k+ 1)m, unde k=0, 1, 2, 3, ..., ecuatia (5) devine:

L+L:O/ y:_i.x
A A A

adica, tot miscare oscilatorie a punctului P dar pe cealalta diagonald a dreptunghiului din figura 1.1.5.4.

T . . <
3) A(p:E miscdrile oscilatorii sunt la cvadratura:

y
> x=A sin(ot+ @,)
A4 . T
y=A, sm(wt+ (p1+5) = A, +(cosot +¢,)
0 X Acum miscarea punctului P se va face pe o elipsad
(figura 1.1.5.5) de ecuatie:
2 2
X—2+y—2 =1
A1 AZ
® Fig 1155 Daca A, = A= A, elipsa devine cerc:

X2 +y2 — AZ
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